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Реализация процедуры управления 
с поводырем в одной антагонистической 
дифференциальной игре двух лиц 
наведения на целевое множество
Оптимальная стратегия игрока в форме экстремального прицеливания на стабильный мост в общем случае является неустойчивой по отношению к погрешностям в измерении фазового вектора игры. В книгах [1], [2] была разработана процедура управления с поводырем, которая лишена этого недостатка. В настоящей статье на примере конкретной дифференциальной игры демонстрируется эффективность применения указанной процедуры.
1. Постановка дифференциальной игры

Рассмотрим постановку задачи наведения динамического конфликтно-управляемого объекта на целевое множество 
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. Пусть динамика объекта описывается обыкновенным векторным дифференциальным уравнением:
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Здесь 
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 – векторы управляющих параметров первого и второго игроков соответственно Множества 
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 и 
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 компактны. Относительно функции 
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 в уравнении (1.1) делаются следующие предположения.

1) Непрерывность по совокупности переменных 
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2) Выполнение локальных условий Липшица по переменной 
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, равномерных по переменным 
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3) Выполнение условия продолжимости решения 


[image: image16.wmf][

]

10

0:(,,,...,)(1),,,

k

ftxuuxttTuPvQ

ll

$>£+"ÎÎÎ

;

4) Существование седловой точки в «маленькой игре»
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Условие 4), в частности, имеет место для функций вида
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Задано замкнутое множество 
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, называемое целевым. Управление объектом осуществляется в интересах первого игрока (союзника). Его цель состоит в приведении фазового вектора 
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 на множество 
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 в конечный момент времени 
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. Предполагается, что в каждый момент времени первый игрок, основываясь на информации о реализовавшемся фазовом векторе игры, назначает свой вектор управляющих воздействий 
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. При этом он не осведомлен о соответствующем выборе второго игрока. Не исключается, что выбор второго игрока будет сделан самым неблагоприятным для первого игрока образом. 
Важным аспектом построения математической модели конфликтно управляемого динамического объекта является формализация понятия стратегии игрока и движения объекта, отвечающего выбранной стратегии. В настоящей работе принят подход, развиваемый в монографиях Н.Н.Красовского и А.И.Субботина [1], [2], для антагонистических дифференциальных игр.
Определение 1.1. Позиционной стратегией 
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 первого игрока  называется произвольная функция 
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Пусть 
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 – произвольная позиционная стратегия первого игрока и 
[image: image29.wmf]D

 – конечное разбиение отрезка времени 
[image: image30.wmf][

]

,

tT

*

 точками 
[image: image31.wmf]0

,0,1,,,

sk

sktT

ttt

*

===

L

.

Определение 1.2. Ломаной Эйлера 
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, выходящей из позиции 
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 и порожденной набором позиционной стратегией 
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 первого игрока назовем всякую абсолютно непрерывную функцию 
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[image: image36.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,,,

xtftxtutvt

DD

=

&

,
[image: image37.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

,lim,

s

s

t

xtxxxt

t

t

D*DD

®-

==



[image: image38.wmf](

)

(

)

[

)

1

,,,,0,1,,1

ssss

utuxtsk

tttt

D+

=Î=-

éù

ëû

K

,

где 
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 является произвольной интегрируемой по Лебегу функцией со значениями во множестве 
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Определение 1.2. Движением, выходящим из позиции 
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 первого игрока, будем называть всякую функцию 
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, равномерно сходящаяся к ней на промежутке времени 
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Совокупность всех движений, выходящих из позиции 
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 первого игрока, будем обозначать символом 
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, и называть пучком конструктивных движений, выходящих из позиции 
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 первого игрока. Известно [5], что 
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1.  Стабильный мост и экстремальное прицеливание
Основными элементами конструкции, реализующей построение оптимальной стратегии первого игрока, являются понятия стабильного моста первого игрока и его стратегии, экстремальной к этому мосту (см. рис. 1).
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Определение 2.1. Множество [image: image54.wmf][
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 называется стабильным мостом первого игрока, обрывающимся в момент времени 
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 на множестве 
[image: image56.wmf]M

, если

1) 
[image: image57.wmf](

)

WT

=



[image: image58.wmf]{

}

{

}

,

n

xRTxW

=ÎÎ


2) Для всех 
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, являющаяся решением дифференциального уравнения в контингенциях
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Пусть [image: image66.wmf][

]

0

,

n

WtTR

Ì´

 замкнутое множество и [image: image67.wmf](

)

[

]

T

t

t

t

W

,

,

*

Î

Æ

¹

. Для всех [image: image68.wmf]{

}

[

]

0

,,

n

txtTR

**

Î´

 полагаем 
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Определение 2.2. Стратегия [image: image72.wmf]e
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 первого игрока называется экстремальной к множеству [image: image73.wmf]W

 на промежутке времени 
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Справедлива следующая теорема [2].

Теорема 2.1. Пусть множество 
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– экстремальная к этому множеству стратегия первого игрока. Тогда для любых начальных позиций [image: image80.wmf]{
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Из приведенной теоремы следует, что для любой начальной позиции, принадлежащей этому мосту, экстремальная к мосту стратегия первого игрока решает задачу наведения на целевое множество. При физической реализации процедуры управления движение динамического объекта следует аппроксимировать ломаными Эйлера. Тогда теореме 2.1 следует придать другой вид.

Теорема 2.1а. Пусть множество 
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– экстремальная к этому множеству стратегия первого игрока. Тогда для любых начальных позиций [image: image89.wmf]{

}

,

,

W

x

t

Î

*

*

 [image: image90.wmf][

]

T

t

t

,

0

Î

*

 и  любого 
[image: image91.wmf]0

a

>

 найдется 
[image: image92.wmf]0

d

>

, что для всех ломаных Эйлера 
[image: image93.wmf](

)

[

]

(

)

0

,,,

p

xtxu

*

D

××

 будет выполнено включение 
[image: image94.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

(

)

[

]

0

,,,,,

p

xttxuWtttT

a

**

D

×ÎÎ

, если 
[image: image95.wmf](

)

{

}

(

)

(

)

(

)

1

0,1,,1

max

p

pp

ss

sk

ttd

+

Î-

-<

L

.
Описанная процедура построения оптимальной стратегии первого игрока, реализованная в форме с экстремального прицеливания на стабильный мост, не является устойчивой относительно погрешностей в измерении фазового вектора. В связи с этим была разработана процедура управления с поводырем для антагонистических дифференциальных игр двух лиц, которая свободна от этого недостатка. 
3. Управление с поводырем
В этом пункте будем считать, что измерение фазового вектора первым игроком производится неточно. При этом для каждого измерения выполняется неравенство
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 реальное значение фазового вектора. Введем виртуальный динамический объект, который будем называть поводырем. Его динамика описывается тем же дифференциальным уравнением (1.1), что и реальный объект. Для отличия фазовый вектор поводыря будем обозначать буквой 
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Пусть 
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стабильный мост, обрывающийся в момент времени 
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начальное положение фазового вектора. Рассмотрим разбиение 
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Опишем действия первого игрока на каждом из указанных полуинтервалах (см. рис. 2).
Полуинтервал 
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где 
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 неоднозначно, то берется любой из них. Движение реального динамического объекта получим интегрированием дифференциального уравнения 
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Полагаем 
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отождествим с тем решением  дифференциального уравнения в контингенциях 
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для которого выполнено включение 
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Полуинтервал 
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где 
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 неоднозначно, то берется любой из них. Движение реального динамического объекта получим интегрированием дифференциального уравнения 
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Полагаем 
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отождествим с тем решением дифференциального уравнения в контингенциях 
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для которого выполнено включение 
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где 
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 неоднозначно, то берется любой из них. Движение реального динамического объекта получим интегрированием дифференциального уравнения 
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Полагаем 
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отождествим с тем решением дифференциального уравнения в контингенциях 
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для которого выполнено включение 
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. Такое решение существует по определению стабильного моста. Полагаем 
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Таким образом, на каждом полуинтервале 
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Справедливо следующее утверждение. [2]
Теорема 3.1. Пусть множество 
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 динамического объекта, порожденных процедурой управления с поводырем (за первого игрока), для которых 
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4. Модельный пример
Покажем на конкретном примере, что первый игрок, применяя экстремальное прицеливание на подходящий стабильный мост, в состоянии привести управляемую точку в начало координат при любых противодействиях второго игрока. Рассмотрим динамический конфликтно управляемый объект:
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Здесь 
[image: image184.wmf](

)

4

1234

T

xxxxxR

=Î

 – фазовый вектор игры, 
[image: image185.wmf][

]

0

,

ttT

Î

 – текущее время, 
[image: image186.wmf]2

,

uvR

Î

 – векторы управляющих параметров первого и второго игроков соответственно. Цель первого игрока состоит в приведении геометрических координат фазового вектора в начало координат в конечный момент времени при любом противодействии второго игрока, т.е. 
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Описанная здесь конфликтная ситуация допускает следующую физическую интерпретацию. Материальная точка единичной массы, управляемая двумя игроками, движется по гладкой горизонтальной плоскости. Каждый игрок в любой момент времени может воздействовать на точку, прикладывая к ней силу, произвольную по направлению и ограниченную по величине. 

Полагаем   
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Покажем, что множество 
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 является стабильным мостом первого игрока. Для этого вычислим полную производную по времени от  функции 
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Из (4.2) находим 
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 и подставляем их в (4.3). После несложных преобразований получим
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Достаточно установить, что 
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Из равенства (4.4) следует, что система дифференциальных уравнений для определения движения поводыря здесь имеет вид
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Мост 
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 обрывается в момент времени 
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 на множестве 
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Определим 
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 – ратегию первого игрока, осуществляющую экстремальное прицеливание на стабильный мост 
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Для этого решим задачу математического программирования на условный минимум с ограничением типа неравенства
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Эта задача эквивалентна следующей задаче:
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Заметим, что задача (4.4), (4.5) является невырожденной задачей выпуклого программирования. Тогда необходимые условия локального минимума в форме правила множителей Лагранжа служат для нее и достаточными условиями глобального минимума. Функция Лагранжа здесь имеет вид
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Выпишем условия экстремума в форме правила множителей Лагранжа
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Добавляя к полученным уравнениям условие связи (4.5), олучим систему из пяти уравнений относительно неизвестных 
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. Ее решение, доставляющее условный минимум в (4.4), (4.5), было получено аналитически средствами пакета MATHEMATICA. В силу громоздкости полученных выражений их вид здесь не приводится.

Полагаем


[image: image234.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

11

2

22

3

33

4

44

,

,

,

,

ztx

xp

ztx

xp

ztx

xp

ztx

xp

*

*

*

*

æö

æö

-

ç÷

ç÷

-

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

-

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

-

èø

èø

, 
[image: image235.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

33

11

44

22

11

33

22

44

,,

,,

,min,

,,

,,

,,

,,

e

uP

e

xx

ztxztx

xx

ztxztx

utxutx

ztxztx

utxutx

ztxztx

Î

æöæö

æöæö

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

èøèø

.

Заметим, что 
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 Окончательно устанавливаем, что экстремальное прицеливание на мост 
[image: image238.wmf]W

 первый игрок осуществляет при помощи стратегии
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Полагаем
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Вычисляем
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Таким образом, начальная точка 
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Последовательно рассмотрим три случая.
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Случай 1. Первый игрок осуществляет экстремальное прицеливание на мост и при этом точно измеряет фазовый вектор. Второй игрок действует самым неблагоприятным для первого игрока образом. Траектория движения точки приведена на рис. 3. Расстояние от фазового вектора в конечный момент времени до начала координат здесь 
[image: image245.wmf]0.000034
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Случай 2. Первый игрок осуществляет экстремальное прицеливание на мост и при этом неточно измеряет фазовый вектор. Погрешность измерения 
[image: image246.wmf]0.005
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. Второй игрок действует самым неблагоприятным для первого игрока образом. Траектория движения точки приведена на рис. 4. Расстояние от фазового вектора в конечный момент времени до начала координат здесь 
[image: image247.wmf]0.01905
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Случай 3. Первый игрок не точно измеряет фазовый вектор. Погрешность измерения 
[image: image248.wmf]0.005
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. Прицеливание на мост он осуществляет в форме процедуры управления с поводырем. 
Второй игрок действует самым неблагоприятным для первого игрока образом. Траектория движения точки приведена на рис. 5. Расстояние от фазового вектора в конечный момент времени до начала координат здесь 
[image: image249.wmf]0.00000134
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Из проведенных экспериментов видно, что в случае не- точного измерения фазового вектора процедура управления с поводырем улучшает результат в игре для первого игрока по отношению к простому прицеливанию намост.
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Рис. 1
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Рис. 5
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Рис. 4
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Рис. 3
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